Formule d’inversion de Fourier

Nico

Soit L'(R) = {f:R— R |[|f| < 400}/ ~ou f ~g<= f =g pp.
On définit Vo € R, f(z) = [ f(t)e ™ dt la transformée de Fourier de f

Théoréme : Inversion de Fourier : Soit f € L'(R). Si f € L'(R), alors

f(m) = 27 f(—x) presque partout
Autrement dit,

1 3 1
Vz e R, f(x) = 2—f = 2—/ e dt presque partout
R

1 )

En particulier, Iapplication F~1(f) : z = J f(t)e®t dt est réciproque de
TR

f=F

On démontrera d’abord le résultat suivant :

Lemme 1 : Transformée de Fourier de la gaussienne : Soit a > 0 un réel.

22

On définit la fonction v4(z) = e~ Va € R. Alors Va € R, 7u(z) = Mze_ﬁ
a

Lemme 2 : Soit g, = Yz Vn > 1, (gn)n est une approximation de l'unité

Pour tenir 15 minutes, je propose d’admettre le lemme 1 pour les lecons 234 et

235 et d’admettre le lemme 2 pour les lecons 236 et 250



Démonstration. Lemme :
Montrons tout d’abord que v, est bien définie. Soit £ € R,

/ ]e*aﬁe*”f\ dr = / e~ dx < 400
R R

Dot v, € L!
£ 52
On constate que az? + iz = a |z + 12— 4 . Ainsi,
a a
& ;62
VEER, i) = [ el dg (1)
R
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On note I(§) = [ Car )
Soit R > 0, z € R, on définit le contour Cr suivant :

ix/2a
|3
| 4 | 2
-R l4 R
Contour Cr
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On souhaite déterminer l'intégrale de la fonction z — e~%*" sur ce contour. On

a donc par relation de Chasles :

R 3q
[e % dz = [ e dt+ f ie—alBFit) gy f e~ tti50)” gt — [ jema(~RFTiD? gy
Cr “R 0
= h+L—-1I3— I4
(2)

2, , ,
z +— e~ %" étant holomorphe sur C, et C'g étant un contour fermé,

/ e =0 (3)

Cr
2
Déterminons Iy : |I]| < LR 0. D’ou par encadrement, I —— 0.
2a R—+o0 R—+o00
De méme, [y ——— 0
R—+4o00
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Calculons I; : lim [ e ™ dt = [e~®" dt = ,/— par convergence dominée
R—)+OO_R R a

Enfin, Vt,z € R, VR > 0, |1]_R;R[e*“(t”%)2] < eat’ qui est intégrable sur R.

Donc par théoreme de convergence dominée :

I(x) = REIJI: Is =1, par (2) et (3) Vx € R

() = \/Zg Ve ER

D’ou par (1),

O
Démonstration. Lemme 2 :
Montrons que (gy ), est une approximation de l'unité : Soit n € N*
nz2
lgalls = /5= [ % da=1
R
Vn>1,6g,2>0
Enfin, Ve > 0 :
evn 1 )
/ Gn(t) dt = 1— /,/ nt / \/—6_%dx.——+17120parTCVD
z=+/1 nt 2 n—-+00
|z|>e —e\/n
Cela conclut que (gy,), est une approximation de I'unité
O
Démonstration. Inversion de Fourier
Soit € > 0,
Soit z € R,
[ F®)gn()e™™ dt = [ ga(t)e™ [ fly)e™™ dy dt
R R R
= [iw] gn(t)e™ ™) dt dy par Fubini
= ff( )gn(x— y) dy
= f*gn( )
D’une part, (¢, )n étant une approximation de 1'unité :
f * gn —— [ presque partout (4)
n—-+oo



D’autre part, Vn > 1, Va,t € R, |f(£)gn(t)e™| < |f(t)] qui est intégrable presque

partout par hypothese. Donc par théoreme de convergence dominée :

lim / f Ygn(t)e® dt = / lim f gn(t)e™ dt = / f (t)e"® dt presque partout
n—r—+oo n—+o00
(5)

Ainsi, par unicité de la limite, par (4) et (5)

= / F(t)e™™ dt presque partout

Recasages

- Lecon 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

- Lecon 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.

- Legon 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales
de fonctions d’une ou plusieurs variables.

- Legon 250 : Transformation de Fourier. Applications.



